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 Resume 
Vi undersøger to metoder til at overføre energi trådløst – klassisk induktion, som bruges til at lade 
elbusser i Tyskland, og en ny og revolutionerende teknik fra 2007, magnetisk koblet resonans. Vi 
undersøger, hvor egnede de er til at oplade busser. Rapporten indeholder en del baggrundsteori, 
som leder op til en forklaring af hvad magnetisk koblet resonans er. Vi sammenligner de to 
trådløse metoder med hinanden, og forsøger at give et bud på hvor realistisk det er, at klassisk 
induktion kan erstattes af magnetisk koblet resonans. Vi konkluderer at magnetisk koblet resonans 
teoretisk set er en god metode til at gøre trådløs opladning af busser nemmere, men at teknikken 
er ny, og der stadig er praktiske udfordringer.  
Abstract 
We examine two methods that enable wireless energy transfer – classic induction, used to charge 
electric buses in Germany, and a new and revolutionary technology from 2007, magnetically 
coupled resonance. We examine their ability to charge buses. The report contains some 
background theory, leading up to an explanation of what magnetically coupled resonance is. We 
compare the two wireless technologies, and evaluate whether it is realistic, that magnetically 
coupled resonance can replace classic induction. We conclude that magnetically coupled 
resonance theoretically is a good method to make wireless charging of buses easier, but the 
technique is new, and there are still practical challenges.  
 Forord 
Dette er en førstesemesterprojektrapport skrevet på Roskilde Universitet. Vi har haft 4 måneder 
til at udarbejde denne rapport.  
En stor tak skal gå til vores vejleder, lektor Bo Jakobsen, foruden hvem denne rapport ikke var 
blevet til. Han har guidet os gennem hele forløbet, og været en stor hjælp. 
En tak til Mikkel Krogsgaard Niss, projektleder i Københavns Kommune, som lod sig interviewe, og 
delte ud af hans viden om kommunes krav til elbusser. 
I gruppen ville vi indledningsvist skrive om dynamisk trådløs overførsel af energi. Vi blev 
præsenteret for et forsøg, som Storbritanniens Highways England netop havde iværksat. Der er 
blevet sat 500 millioner pund af til at teste, om elektromagnetisk induktion kan bruges til at 
oplade biler, mens de kører på motorvejen. [Franck, 2015] Fysikken var dog for indviklet, og 
litteraturen var sparsom.  
Vi fandt senere et firma, WiTricity, som beskrev, hvordan de havde udnyttet, at elektromagnetiske 
kredsløb kan resonere. [Kesler, 2013] Teknologien kaldes ”Strongly coupled magnetic resonance” 
(magnetisk koblet resonans), og er en ny, spændene teknologi, som nogle forskere fra 
Massachusetts Institute of Technology for første gang skrev en artikel om i Science i 2007. [Kurs et 
al., 2007] 
Med dette, og en videnskabelig artikel fra Institute of Electrical and Electronics Engineers, [Sample 
et al., 2007] besluttede vi at skrive om hvordan resonant magnetisk induktion kan bruges til at 
oplade elbusser. Vi har valgt den elektriske bus som case, fordi bussen som køretøj er ideel i 
forhold til implementering af ladestationer. Bussen holder det samme sted flere gange på en dag, 
og dér kan en ladestation placeres. En planlagt rute gør det enklere at beregne energiforbruget, og 
bussens størrelse gør det muligt, at vælge en spole af tilpas størrelse, for optimal energioverførsel. 
 
  
 Indholdsfortegnelse 
1 Indledning ..................................................................................................................................... 1 
1.1 Problemformulering .............................................................................................................. 1 
1.2 Semesterbinding.................................................................................................................... 1 
1.3 Metode .................................................................................................................................. 2 
2 Busser............................................................................................................................................ 3 
2.1 Praktisk info om Busser ......................................................................................................... 3 
2.1.1 Dieselbus ........................................................................................................................ 3 
2.1.2 Elbus ............................................................................................................................... 4 
2.2 Kriterier for opladningstid ..................................................................................................... 5 
2.3 Klassisk induktion til opladning af elbusser .......................................................................... 7 
2.4 Magnetisk koblet resonans til opladning af elbusser ........................................................... 9 
3 Baggrundsteori ........................................................................................................................... 11 
3.1 Magnetisk induktion ............................................................................................................ 11 
3.1.1 Faradays lov ................................................................................................................. 11 
3.1.2 Selvinduktans ............................................................................................................... 13 
3.1.3 Gensidig induktans ....................................................................................................... 14 
3.1.4 Koblingskoefficient ....................................................................................................... 15 
3.2 Kredsløbsteori ..................................................................................................................... 17 
3.2.1 Kirchhoffs lov ............................................................................................................... 18 
3.2.2 Komponenter i elektriske kredsløb .............................................................................. 18 
3.2.3 Kompleks spænding og strøm ...................................................................................... 21 
3.2.4 Impedans ...................................................................................................................... 22 
3.3 Resonerende kredsløb ......................................................................................................... 25 
3.3.1 Resonansfrekvens i et LC kredsløb............................................................................... 25 
 3.3.2 Resonansfrekvens i et LCR kredsløb ............................................................................ 26 
3.3.3 Q-faktoren .................................................................................................................... 28 
4 Klassisk induktion ........................................................................................................................ 29 
4.1 Magnetfeltets påvirkning over afstand ............................................................................... 29 
4.2 Klassisk induktion og koblingskonstant ............................................................................... 33 
5 Magnetisk koblet resonans......................................................................................................... 36 
5.1 Komponenter i magnetisk koblede resonatorer ................................................................. 37 
5.2 Frequency Splitting .............................................................................................................. 38 
5.3 Autotuning ........................................................................................................................... 38 
5.4 Teoretisk udregning af effektiviteten .................................................................................. 38 
5.5 Spolernes størrelse .............................................................................................................. 42 
6 Diskussion ................................................................................................................................... 44 
7 Konklusion .................................................................................................................................. 46 
8 Perspektivering ........................................................................................................................... 47 
9 Litteraturliste .............................................................................................................................. 48 
 
 
 1 
1 INDLEDNING 
Globalt går man mere og mere op i at minimere udslippet af drivhusgasser, og derfor finder man 
alternativer til den infrastruktur der udleder store mængder af CO2. Et af de transportmidler som 
udleder meget CO2 og mange partikler er dieselbusser. Et alternativ er batteridrevne busser, som 
sparer lokalmiljøet meget forurening.  
Vi har valgt at tage udgangspunkt i bybusser, da vi har haft mulighed for at interviewe Københavns 
Kommunes projektleder Mikkel Krogsgaard Niss angående et nyt elbus-projekt som har kørt i to år 
i København. [Krogsgaard, 2015] Busserne i dette projekt er kabelopladede. Problemet med disse 
busser er, at batteriet har en kort rækkevidde i forhold til hvor meget det fylder og vejer. 
I Tyskland har de induktivt opladede busser. [Bombardier, 2015] Denne trådløse teknik hjælper på 
nogle af problemerne med rækkevidden ved at installere et mindre batteri, og så oplade flere 
gange på en rute. Den induktivt opladede bus kræver en stor spole gravet ned i vejen, der er dyr at 
installere, og den kan ikke flyttes når først den er gravet ned. Metoden kræver desuden en hæve-
sænke-anordning i bussen. Vi vil undersøge om vi kan optimere denne metode yderligere ved brug 
af den nye teknologi, magnetisk koblet resonans (MKR). Med MKR kan man overføre energi over 
længere afstande. [Sample et al., 2010] Dette vil muligvis gøre opladningen mere fleksibel.  
1.1 PROBLEMFORMULERING 
Vi vil undersøge, hvorvidt trådløse opladningsmetoder er attraktive at indføre til elbusser. Kan den 
nuværende trådløse opladningsmetode, klassisk induktion, erstattes af magnetisk koblet resonans 
teknologien. 
1.2 SEMESTERBINDING 
I første semester er der en ramme som skal overholdes for at sørge for at projektet netop bliver til 
et 1. semester projekt. Dette bliver klassificeret nedenfor.  
”1. semester: Anvendelse af naturvidenskab i teknik og samfund. Formålet med 
projektet er, at den studerende gennem arbejdet med et repræsentativt eksempel 
får erfaring med naturvidenskab som redskab i praktiske, tekniske og 
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samfundsmæssige sammenhænge”  
- Studiehåndbog NatBach 2015 
Vi mener vi har løftet dette via følgende: Vi har undersøgt et overordnet emne inden for 
fagområdet fysik, elektromagnetisk induktion. Vi er gået i dybden med to metoder inden for dette 
emne: klassisk induktion og MKR. Vi har beskrevet hvordan disse to teknikker virker set fra en 
fysikers perspektiv, på hvilken måde de kan implementeres i en af samfundets store 
transportsektorer (bybusser), og hvordan det som helhed kan hjælpe til at formindske det 
samfundsmæssig problem, luftforurening.  
1.3 METODE  
Vi vil med denne rapport se på, om det kan lade sig gøre at optimere trådløs opladning af elbusser. 
Rapporten er skrevet på baggrund af teorigennemgang, interview og MatLab/Wolfram-
udregninger.  
I kapitel 2 argumenterer vi for at elbusser har en samfundsmæssig gevinst, og kan konkurrere med 
dieselbusser i driftsomkostninger. Vi opstiller kriterier for effekten af opladningsmetoden, og 
tiden. Flere af vores data har vi fra et interview med en projektleder fra Københavns Kommune. Vi 
har igennem undervisningsmateriale tilegnet os baggrundsviden, som vi har brugt til at skrive 
kapitel 3. Vi bruger den baggrundsviden vi har skrevet om, til at lave nogle grafer og sige noget om 
klassisk induktiv energioverførsel i kapitel 4, og MKR energioverførsel i kapitel 5. 
Vi diskuterer hvorvidt vi kan give et svar på problemformuleringen. Endelig konkluderes der på 
vores problemformulering. 
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2 BUSSER 
I dette kapitel opstiller vi elbusser op mod dieselbusser, hvor vi kigger på nyttevirkning samt 
forurening af nærmiljø. Ud fra interviewet med Mikkel Krogsgaard Niss, opstilles kriterier for 
elbusser i en praktisk sammenhæng. Yderligere kigger vi på Bombardiers teknik til induktivt at 
oplade en elbus. Til sidst i kapitlet gives et indblik i fordelene ved at benytte MKR som en 
opladningsmetode. 
2.1 PRAKTISK INFO OM BUSSER 
Med fokus på bybusser, ser vi på dieselbusser og batteridrevne busser. Vi stiller dem op mod 
hinanden, og ser på energiforbrug, energiopbevaring, nyttevirkning, energioverførsel og de 
miljømæssige omkostninger. 
2.1.1 Dieselbus 
Med data fra Grønt Regnskab 2003 kan man se at dieselbusserne er en væsentlig kilde til 
luftforurening i indre by. I det indre København bliver der udledt 31.880 tons CO2 og 4,5 tons 
partikler om året. [HUR, 2003]. Alt i alt skal man se på konsekvenserne: global opvarmning, 
forurening af nærmiljø og folkesundhed. WHO estimerer, at i 2012 skyldtes hvert ottende dødsfald 
på verdensplan luftforurening. [WHO, 2014] 
Med Grønt Regnskab 2003, kan man lave en estimeret gennemsnitsvurdering, i forhold til den 
enkelte dieselbus, og se på dennes forbrug og sammenligne med en batteridrevet bus’. Ifølge HUR 
fik dieselbusserne i Hovedstadsområdet i 2003 tilført ca. 309 mio. kWh, og med det har de kørt 
har ca. 77 mio. km, hvilket svarer til et energiforbrug på omtrent.  
309 ∙ 106 kWh
77 ∙ 106 km
≈ 4
kWh
km
 
En dieselbus bruger ca. 4 kWh/km. 
Ud over det udregnede energiforbrug, har en dieselbus yderligere et olie- og kølervæskeforbrug, 
som vi ikke tager højde for i udregningerne. 
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2.1.2 Elbus 
Elbusser kører på strøm fra eksterne energikilder, og vil på denne måde ikke forurene nærmiljøet. 
Elbussen kan oplades med strøm fra olie-, kul- eller atomkræftværker, hvor kræftværkerne med 
deres partikelfiltre vil formindske forureningsgraden. Der er også mulighed for at få leveret 
strømmen fra grønne energikilder, såsom sol, vind og vand. Desuden kan de oplade om natten, 
hvor strømmen er billig, eller når den er til stede fra de grønne energikilder. [Modstrøm, 2015] 
El produceret på kræftværker skal sendes via højspændingskabler til bussen og her må tages i 
betragtning, at der vil være et tab, der kan være svært at vurderer. Dog er virkningsgraden fra 
kræftværkerne i dag helt oppe på 50%, [Herse, 1998] hvor dieselmotorers virkningsgrad kun på 
40%. [Krøyer, 2009] Derudover kommer bidraget fra grønne energikilder, der ellers ikke er 
tilgængeligt. 
I følge data taget fra den kinesiske busproducent, BYD, har elbusserne et gennemsnitligt elforbrug 
på 1,19 kWh/km. I dette oplyses det ikke, hvorvidt der er taget højde for opvarmning - koldstart og 
lignende. Men vores beregninger viser, at elmotoren er cirka 3 gange bedre end 
forbrændingsmotoren. Dette bekræftes også af andres beregninger, både økonomisk set og på 
nyttevirkningen. [Viskinde, 2014] MOVIA der kører med BYD-busserne i København siger at deres 
busser kun koster en tredje del af, hvad deres dieselbusser koster at køre med. 
"Elbusserne er også billigere i strøm end forventet. De koster omkring en tredjedel i 
udgifter til el i forhold til, hvad det koster at køre med diesel. Derudover ligger de to 
elbusser mere roligt på vejen, og det har flere passagerer været glade for." 
- citat Jesper Kaas Petersen, kontrakt- og operatørchef fra Movia, 2014 [Viskinde] 
Med disse data er det tydeligt, at elbusserne har et væsentligt bedre udbytte af energiforbruget. 
Dog har dieselbusserne den fordel, at de med en større tankkapacitet, vil kunne køre væsentligt 
længere per optankning frem for elbussernes kapacitet, samtidig med at en optankning af en 
dieselbus vil kunne overstås på kortere tid. 
Hvis man ydermere sammenligner dieselbusser og elbusser, skal man se på 
vedligeholdelsesudgifterne. En forbrændingsmotor har et stort antal bevægelige dele med 
tilhørende stort slitage, oliespild, og på sigt reparationer. Ved elmotorer har man forenklet denne 
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post væsentligt, i kraft af elmotorens enkelthed. Det oplyses at BYD bussernes batterier efter 12 år 
stadig har en effekt på 80%. [BYD, 2015] 
Med disse data viser det sig tydligt, at elbusser har væsentlige fordele frem for dieselbusser. Vi 
mener, at incitamentet for valg af elbusser er tilstede. 
2.2 KRITERIER FOR OPLADNINGSTID 
I forrige afsnit viste vi, at elbusser både er grønnere og mere effektive end dieselbusser. I dette 
afsnit gør vi brug af vores interview med Mikkel Krogsgaard Niss, projektleder for Københavns 
Kommune, som arbejder med at implementere elbusser i byen. Vi bruger interviewet til at 
fastlægge nogle kriterier for elbusser og deres opladningsmetoder, og vi argumenterer for at 
opladningen skal have en vis effektivitet for at holde sig inden for en forudbestemt tidsramme. For 
at indføre nye trådløse opladningsmetoder til elbusser, er det vigtigt, at det fungerer lige så godt 
praktisk, som det gør teoretisk. Fakta og informationer om elbusserne er taget fra interviewet 
med Krogsgaard. 
Københavns Kommune har i øjeblikket fokus på to projekter vedrørende elbusser. I deres første 
forsøg med elbusser har Københavns kommune, i samarbejde med Movia, tildelt to elbusser en 
kort busrute. De to elbusser er hentet hjem fra den kinesiske bilproducent BYD, hvis elbusser 
oplades ved almindelig kabelopladning. Elbusserne bliver opladt i løbet af natten, således de kan 
køre om dagen. Forsøget forløber fra starten af 2014 til december 2015, og har ifølge Krogsgaard 
vist positive resultater. 
 
Relevante fakta om BYD’s elbusser [BYD, 2015]: 
- En opladningstid på 5 timer 
- Batterikapacitet 324 kWh 
- Kører omkring 250 km pr. opladning 
- Det gennemsnitlige elforbrug er 1.19 kWh/km  
- Genopladeligt batteri 
- Batteriet har en kapacitet på 80% efter 12 år 
- Ingen emission 
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Et vigtigt fokus for Københavns Kommune er tidsplanen, da brugere af elbusser ikke skal vente 
længere end de normale bustider tilbyder. Elbusserne fra BYD bliver opladt om natten, altså vil 
tidsplanen ikke blive påvirket af opladningen. Et andet vigtigt fokus er energiforbruget, som bl.a. 
afhænger af vægten på batteriet. BYD’s bussers batteri har en stor batterikapacitet på 324 kWh og 
en tilsvarende vægt på omkring fire tons, hvilket påvirker energiforbruget. Et batteri af så stor 
kapacitet har en tilsvarende størrelse, hvilke også påvirker rumligheden i bussen. Dette fører 
videre til opstart af Københavns kommunes andet forsøg. 
Forsøget starter i september 2016 og færdiggøres til september 2018. Forsøget bliver afprøvet på 
to elbusser, som hurtigoplades ved endestationerne med automatisk konduktiv opladning. 
Elbussen skal i dette tilfælde stoppe inden for et begrænset område, hvorefter ladestationen 
automatisk kan tilkoble et kabel til elbussen. De nye elbusser har et batteri af størrelse 55 kWh, 
hvilket er markant mindre end elbusserne fra BYD. Yderligere har de et energiforbrug på 1,05 
kWh/km. Der bliver installeret to ladestationer, en ved hver endestation. Elbussernes 
batterikapacitet er tilpasset af afstanden mellem endestationerne, elektronisk drevet udstyr i 
bussen og en eventuel buffer i nødstilfælde. De bliver uddelt en kort rute, 3A, som kører fra 
Valbyparken til Nordhavn Station.  Dette svarer til en afstand på omkring ni kilometer.  
Københavns kommune har undersøgt opladning af elbusser ved brug af automatisk konduktiv 
opladning. Undersøgelser viser, at en energioverførsel med en effekt på 300 kW, er passende for 
deres forsøg. En mindre effekt skaber problemer for den afsatte tid på fire minutter ved 
stoppestederne. Hvis opladningsstationerne kan overføre energi med en effekt på 300 kW, kan 
elbusserne fungere uforstyrret tidsmæssigt. Den klassisk induktive metode er dyr at installere i 
vejene, i forhold til installation af automatisk konduktiv overførsel. Yderligere vil der være mangel 
på fleksibilitet, hvis busruten skulle ændre sig. Grundet begrænsningerne af den effekt energien 
kan overføres med og prisen på installation, mener Københavns kommune, at automatisk 
konduktiv opladning, er et oplagt valg. 
Batterierne bliver opladt med en effekt på 300 kW, og har en kapacitet på 55 kWh. Københavns 
Kommune har stillet krav om, at batterikapaciteten skal kunne holde en tur frem og tilbage 
mellem endestationerne, grundet årsager som en defekt ladestation. I dette tilfælde skal batteriet 
minimum indeholde energi til 18 km – eksklusiv elektronisk drevet udstyr og buffer. Det 
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informeres af Krogsgaard, at de nye elbusser har et energiforbrug på omkring 1,05 kWh/km, 
afhængigt af køreforhold. Minimum batterikapacitet ved endestationerne udregnes: 
Batteri kapacitetMinimum = 18 km ∙ 1,05
kWh
Km
= 18,9 kWh 
Teoretisk set har elbussen kun behov for at få opladt batteriet på 18,9 kWh ved endestationerne, 
hvis kriterierne skal overholdes. Tiden det vil tage at overføre den mængde energi udregnes 
OpladningstidMinimum =
18,9 kWh
300kW
= 0,063 timer ≈ 3,8 min  
Krogsgaard mener at hvis opladning, inklusiv tilkoblingen af ladestationen, kan overholde en 
tidsbegrænsning på omkring fire minutter, har opladningsmetoden gode chancer for at fungere i 
praksis. Den automatisk konduktive opladningsmetode overholder de kriterier Københavns 
Kommune har stillet. 
Vi kan bruge informationerne Krogsgaard har delt, til at fastlægge vores egne rammer for trådløse 
opladnings metoder, for at de skal fungere optimalt i praksis. Vi har fundet ud af at et lille batteri 
er meget praktisk, men kræver også flere opladninger. Derudover skal et tidsinterval på omkring 
fire minutter overholdes, hvis opladningsstationerne kun er placeret ved endestationerne. 
Yderligere ved vi, på baggrund af udregninger, at med en effekt på 300 kW kan dette tidsinterval 
overholdes. Vi har nu fået sat nogle rammer at arbejde indenfor, og kan nu fokusere på at få 
opladt busser via trådløs overførsel. 
2.3 KLASSISK INDUKTION TIL OPLADNING AF ELBUSSER 
Bombardier er en canadisk fly-, tog- og busproducent, som blandt andet benytter klassisk 
induktion til at oplade batteridrevende køretøjer. Bombardier er fornyligt begyndt at benytte 
teknologien til at oplade elbusser trådløst, som i øjeblikket bliver prøvet af i Tyskland. Viden og 
billeder om Bombardier er taget fra deres egen hjemmeside. [Bombardier (2), 2015] 
 8 
 
Figur 1 – Billedet illustrerer en hæve-sænke-anordning under en bus 
På billedet får vi et indblik i hvordan Bombardier bruger klassisk induktion til at oplade deres 
elbusser. Elbussen har fået indbygget en spole på undersiden af bussen, som bliver sænket ned til 
jorden ved hjælp af en hæve-sænke-anordning installeret under elbussen. Det er nødvendigt, da 
der er en afstand på 35 cm fra vejen til bussen. [Krogsgaard, 2015] Yderligere er en spole 
installeret under jorden, idet elbussens spole bliver sænket ned til jorden, kan de to spoler 
kommunikere. Der bliver tilsat en vekselstrøm til spolen under jorden, og et magnetfelt bliver 
dannet. Dette magnetfelt kan elbussens spole opfange, på den måde kan energi overføres trådløst 
med høj effektivitet.  
Bombardiers elbusser i Tyskland har fået tildelt specifikke busruter i forbindelse med dette forsøg. 
Batterierne bliver opladt med en effekt på kun 200 kW, så bussen oplader flere gange på ruten, se 
figur 2. Opladningsstationerne er placeret strategisk, så batteriet aldrig bliver kritisk afladet. 
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Figur 2 - Den induktivt opladede bus lades flere gange på ruten [Bombardier (1), 2015] 
Det er muligt at oplade elbusser trådløst ved brug af klassisk induktion. Vi står nu tilbage med 
mange spørgsmål: hvad er klassisk induktion, hvad er en spole, og hvordan kan man overføre 
energi med et magnetfelt? Disse spørgsmål vil blive besvaret i kapitel 3 ”Baggrundsteori”. Indtil 
videre har vi fundet ud af, at det kan lade sig gøre at oplade elbusser trådløst ved brug af klassisk 
induktion. Dette gør klassisk induktion meget interessant at kigge på. 
2.4 MAGNETISK KOBLET RESONANS TIL OPLADNING AF ELBUSSER 
MKR er en ny metode til trådløs energioverførsel, som vi også vil se på. Vi vil se specifikt på denne 
metode i afsnit 4.2 ”Magnetisk koblet resonans”, men vil indledningsvis se på fordelene ved 
metoden i forhold til elbusser, og om metoden overhovedet er brugbar i forhold til busser. 
Metoden kan overføre energi over større afstande. Firmaet WiTricity, som arbejder med MKR, 
påstår at de fra 0-70 cm kan opretholde en nyttevirkning på helt op til 70%. Hvis man kan overføre 
energi med en effekt på 300 kW over 35 cm, ville det ikke være nødvendigt med en hæve-sænke-
anordning under bussen. Dette ville gøre MKR til en meget attraktiv metode til opladning af 
busser. Metoden har stort potentiale i forbindelse med trådløs opladning af elbusser, hvilket 
derfor gør det til den metode vi vil undersøge nærmere. 
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Vi kan ud fra dette kapitel konkludere, at elbusser har et mindre energiforbrug end dieselbusser. 
Den optimale elbus skal have et lille et batteri for at formindske energiforbruget, og gøre plads til 
flere passagerer. Opladningsteknikken skal overholde de kriterier, der er fremsat for at overholde 
de max fire minutter bussen holder ved endestationen. Hvis MKR skal erstatte klassisk induktion, 
og bussen kun lader ved endestationerne, skal den kunne overføre energi med en effekt på 
minimum 300 kw. MKR-teknologien ville gøre opladningen nemmere, da bussen ikke ville behøve 
en hæve-sænke-anordning. 
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3 BAGGRUNDSTEORI 
I dette afsnit vil vi give en generel introduktion til hvordan induktion fungerer, og hvilke parametre 
der er betydende for den. Vi har brugt nogle lærebøger til at skrive om de begreber vi ønsker at 
forstå, før vi kan skrive om induktivt koplede resonatorer. De formler vi kommer ind på i dette 
afsnit, skal bruges til at forstå kapitel 4 og 5. 
3.1 MAGNETISK INDUKTION 
H. C. Ørsted viste, at en konstant strøm igennem en ledning, skaber et konstant magnetfelt. 
Michael Faraday fandt så, at et skiftende magnetfelt kan skabe en spænding i en ledning, der får 
en strøm til at løbe. Dette kaldes induktion. [Lewin, 2002] 
Man udnytter dette fænomen til at ”overføre” elektricitet fra én leder til en anden. Dette bruger vi 
spoler til, fordi de både koncentrerer magnetfeltet, og opfanger mere magnetfelt. Jo mere 
magnetfelt en spole kan opfange, jo mere spænding skabes i spolen. 
Induktionen sker kun ved en ændring i et magnetfelt. En ændring i magnetfeltet kan skabes ved en 
ændring i strømmens retning. En leder med en vekselstrøm vil altså have et vekslende magnetfelt. 
[Ohanian, 2007] 
Man bruger elektromagnetisk induktion til at oplade elektriske tandbørster, mobiler, elbusser, og 
andet. 
3.1.1 Faradays lov 
Afsnittet er skrevet på baggrund af [Ohanian, 2007]. Når et skiftende magnetfelt kan skabe en 
spænding i en ledning, er det fordi elektronerne i ledningen vil bevæge sig, når de bliver påvirket 
af en magnetisk kraft. Størrelsen af den inducerede elektromotoriske kraft (EMF) er direkte 
proportionel med ændringen af magnetisk flux. EMF er den spænding, en kilde supplerer til et 
kredsløb. Flux er den mængde magnetfelt, der går igennem et defineret areal, for eksempel 
tværsnitsarealet af en spole. 
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Figur 3 – Flux defineres som magnetfeltets normalkomposant til arealet [Ohanian, 2007] 
Man beskriver et magnetfelt som en masse vektorer i et rum, se figuren. Man betegner 
magnetfeltets vektorer som 𝐁. Størrelsen på magnetfeltet, 𝐵, måles i enheden telsa.  
Hvis man har et defineret areal (A) i rummet – for eksempel tværsnitsarealet af en spole – så er 
magnetisk flux (ΦB) integralet af alle magnetfeltets normalkomposanter (BN) over arealet.  
Φ𝐵 = 𝐁 ∙ 𝐀 = 𝐵𝐴 cos𝜃 
Den inducerede EMF (ℰ) der spænder over et areal, er raten hvormed den magnetiske flux ændrer 
sig over arealet. Dette defineres i ligningen for Faradays induktionslov: 
ℰ = −
𝑑Φ𝐵
𝑑𝑡
 
Hvis arealet A er en leder viklet som spole, er dΦ/dt ganget med antallet af vindinger (N) i spolen. 
ℰ = −𝑁
𝑑Φ𝐵
𝑑𝑡
 
Man kan se ud fra ligningen, at EMF’en er proportional med antallet af vindinger. Det betyder, at 
du kan øge din spænding udelukkende ved at øge antallet af vindinger i din spole.  
Flux ændrer sig idet du ændrer spolens position, vinkel, størrelse og form. Det negative fortegn 
indikerer, at den inducerede spænding vil modvirke ændringen i flux. Lenz’ lov siger, at den 
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inducerede spænding får en strøm til at løbe. Strømmen danner et magnetfelt, som modvirker det 
magnetfelt, den blev påvirket med. 
3.1.2 Selvinduktans 
Afsnittet er skrevet på baggrund af [Ohanian, 2007]. Når vi snakker om, at én spole 
(primærspolen) skal inducere en spænding i en anden (sekundærspolen) via et magnetfelt, bliver 
vi nødt til at tage højde for, at magnetfeltet vil påvirke begge spoler. Magnetfeltet dannet af en 
spole, går igennem dens eget areal, se figur 4. En spoles magnetfelt, der påvirker den selv, kaldes 
for selvinduktans. Hver enkelt spole har en selvinduktans, som er en konstant, unik for spolen. Den 
bestemmer forholdet mellem strømmen der tilføres og den flux, der løber igennem spolens eget 
areal. 
 
Figur 4 - Magnetfeltet rundt om en spole [Ohanian, 2007] 
Vi sender en vekselstrøm igennem en spole. Strømmen skaber et vekslende magnetfelt samt en 
skiftende flux. Størrelsen på fluxen er proportional med strømstyrken 𝐼; når man ændrer på 
strømstyrken, ændrer man tilsvarende på magnetfeltet og fluxen. Vi kan skrive forholdet således: 
Φ𝐵 = 𝐿𝐼 
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Selvinduktansen betegnes med 𝐿, som er en konstant, der afhænger af spolens geometri. Den 
bestemmer proportionaliteten. Jo større 𝐿, jo stærkere magnetfelt vil spolen kunne danne. 
Formlen kan man indsætte i Faradays lov, hvor vi indsætter 𝐿𝐼 på Φ𝐵’s plads.  
ℰ = −𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
 
Den spænding vi får, kaldes back EMF. 
Vi kan vise at 𝐿 er en geometrisk betinget konstant med en formel. Hvis vi kigger på en uendelig 
lang spole, gælder følgende [Skogberg, 2009] 
𝐿 =
𝜇0𝑁
2𝐴
𝑙
 
Spolen har længden 𝑙, tværsnitsarealet 𝐴, og 𝑁 antal vindinger. 𝜇0 er permeabiliteten af luft. 
Selvom formlen kun gælder for uendeligt lange spoler, er den en god approksimation for spoler, 
som er betydeligt længere, end deres areal er stort.  
De spoler vi arbejder med til induktiv opladning af busser, er ikke lange og tynde. Det gælder dog 
stadig, at kun geometrien bestemmer størrelsen på 𝐿.  
3.1.3 Gensidig induktans 
Afsnittet er skrevet på baggrund af [Ohanian, 2007]. Når primærspolen inducerer spænding i 
sekundærspolen, er den gensidige induktans 𝑀 bestemmende for, hvor meget spænding der 
skabes over sekundærspolen, se figur 5. Ligesom selvinduktansen, afhænger 𝑀 af spolernes 
størrelse, afstanden og vinklen mellem spolerne, og hvor mange vindinger spolerne har, dvs. 
geometrien. Jo større spolernes gensidige induktans er, jo større er spænding over den sekundære 
spole.  
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Figur 5 - Strømmen i primærspolen inducerer en spænding i sekundærspolen [Mirzamani, 2011] 
Man har to spoler over for hinanden. Der sendes en vekslende strøm igennem primærspolen, 
hvilket medføre et skiftende magnetisk felt, som kaldes for 𝐵1. Dette magnetfelt genererer en 
skiftende flux gennem sekundærspolen (𝑑Φ𝐵1/𝑑𝑡), og denne flux skaber en spænding. 
Spændingen der bliver induceret i sekundærspolen (ℰ2), kan man udregne via Faradays 
induktionslov  
ℰ2 = −
𝑑Φ𝐵1
𝑑𝑡
 
Den flux som går igennem sekundærspolen, er proportional med det magnetfelt primærspolen 
genererer. Hvis man skruer op for strømstyrken i primærspolen, bliver magnetfeltet stærkere, og 
spændingen over sekundærspolen vil tilsvarende blive større. Man kan skrive denne formel 
Φ𝐵1 = 𝑀𝐼1 
Ligesom 𝐿 bestemmer hvad magnetfeltet inducerer i primærspolen, bestemmer 𝑀 hvad der 
induceres i sekundærspolen. Formlen siger, når man ændrer i strømstyrken (𝐼1), ændrer man også 
på fluxen (ΦB1). Formlen kan man indsætte i Faradays lov, hvor man indsætter 𝑀𝐼1 på Φ𝐵1 plads 
ℰ2 = −𝑀
𝑑𝐼1
𝑑𝑡
 
Hvis man har strømmen i den første spole og kender M, så kan man udregne spændingen i den 
anden spole. [Ohanian, 2007] 
3.1.4 Koblingskoefficient 
Afsnittet er skrevet på baggrund af [Agbinya et al., 2012]. I et system med to spoler, der inducerer 
spænding i hinanden, er man interesseret i, hvor gode de er til at påvirke hinanden. Man kan 
bruge 𝑀 og 𝐿 til at sige noget, om hvor godt to spoler er koblede med hinanden med ligningen 
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𝑘12 =
𝑀12
√𝐿1𝐿2
 
Koblingen mellem primær- og sekundærspolen (𝑘12), er forholdet mellem deres gensidige 
induktans (𝑀12), og hver deres selvinduktans (𝐿1 og 𝐿2). Man snakker om koblingskoefficienten 
mellem spolerne. Det er en dimensionsløs størrelse, som er konstant, så længe spolerne ikke 
bevæger sig. 
Koblingskoefficienten har en værdi mellem 1 og 0, alt efter hvad forholdet mellem spolens 
selvinduktans og gensidige induktans er. Hvis vi tager to ens spoler og vikler dem ind i hinanden, 
har vi ens induktanser 𝐿1 = 𝐿2 = 𝑀12 og i det tilfælde vil 𝑘12 være 1. Dette er den bedste kobling 
et system kan have. Hvis spolerne er meget langt fra hinanden, og 𝑀12 er 0, vil 𝑘12 være 0. 
Koblingskoefficienten afhænger af distancen og vinklen mellem spolerne. 𝑀 ændrer sig når 
spolerne bevæger sig. Når 𝑀 ændrer sig, vil k ændre sig.  
Dette kapitel har givet en forståelse for begreber og formler som bliver brugt i de resterende 
afsnit. I kapitel 5 vil vi se, at den magnetisk koblede resonans er uafhængig af koblingen mellem 
spolerne. Det er kontraintuitivt, men vil blive uddybet i afsnit 5.2.  
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3.2 KREDSLØBSTEORI 
Vi ønsker at give en forståelse for, hvordan begreberne strøm og spænding hænger sammen i et 
kredsløb med vekselstrøm (AC). Vi vil kigge på de forskellige komponenter, der er at finde i det 
magnetisk koblede resonante modelsystem. Der gives en analyse af disse komponenter, og en 
forklaring på hvordan de virker i et kredsløb. Yderligere introduceres kompleks notation. Afsnit 3.2 
er skrevet på baggrund af [Ohanian, 2007] og [Niss, 2015]. 
 
Figur 6 – Visualisering af en vekselstrøm 
Grafen på figur 6 viser en vekselstrøm, med tiden ud ad x-aksen og spændingen op ad y-aksen. En 
vekselstrøm er en harmonisk, oscillerende strøm. Strømmen veksler igennem en periode, fra 
maksimal positiv til maksimal negativ polaritet. Størrelsen på bølgetoppen kaldes amplituden. 
Frekvensen angiver, hvor mange perioder der er på et sekund. 
Vinkelfrekvensen (omega, ω) er proportionel med frekvensen (𝑓) givet ved 
ω = 2 ∙ π ∙ 𝑓 
Den tidsafhængige spænding (ℰ) af en EMF er givet 
ℰ = ℰ𝑚𝑎𝑥 cos(𝜔 ∙ 𝑡) 
Her er ℰ𝑚𝑎𝑥 amplituden, og vi kan se, at når cos(𝜔 ∙ 𝑡) er lig 1 eller -1, vil der være bølgetoppe, 
altså har vi en maksimal spænding. Hvis strømmen og spændingen i et kredsløb har bølgetoppe 
samtidig, er de i fase. [Ohanian, 2007] 
spænding 
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3.2.1 Kirchhoffs lov 
I forbindelse med udregning af komponenterne i kredsløbet, er Kirchhoffs anden lov 
(spændingsloven) essentiel. Loven siger, at summen af alle spændingsfald (eller ændring i elektrisk 
potentiale), i en lukket loop, vil være lig nul 
0 = 𝑈𝑚𝑜𝑑𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑+. . 𝑈æ𝑛𝑑𝑟𝑖𝑛𝑔 
Eventuelt hvis en EMF er tilsluttet det lukkede kredsløb, vil spændingsfaldene være lig denne  
𝑈𝑘𝑖𝑙𝑑𝑒 = 𝑈𝑚𝑜𝑑𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑+. . 𝑈æ𝑛𝑑𝑟𝑖𝑛𝑔 
[Niss, 2015] 
3.2.2 Komponenter i elektriske kredsløb 
Vi vil give en forklaring på, hvordan man matematisk ser på de tre komponenter, der er at finde i 
modellen af MKR. Det er essentielt at bemærke, at det er for et kredsløb med vekselstrøm, og at 
der forekommer faseforskydning. Teorien i disse underafsnit er taget fra [Ohanian, 2007] 
3.2.2.1 Modstand 
En modstand kan simpelt beregnes i et system med oscillerende 
EMF. En modstand er ofte tegnet på et kredsløb som en firkant, 
eller som takker i kredsløbet, som vist på figur 7. 
Ifølge Kirchhoffs lov, gælder der for kredsløbet  
ℰ = 𝑈𝑅 
Spændingen i kilden ℰ er lig spændingen over modstanden 𝑈𝑅. 
Ud fra Ohms lov ved vi, at definitionen på en modstand er 𝑈 = 𝐼𝑅. Ved at kombinere ligningen fra 
Kirchhoffs lov, med definitionen på en modstand, og derefter isolere 𝐼, kan vi finde 
sammenhængen mellem strømmen og spændingen i kredsløbet 
ℰ − 𝐼𝑅 = 0   ⇒    𝐼 =
ℰ
𝑅
=
ℰ𝑚𝑎𝑥 cos(ω ∙ t)
𝑅
 
Det kan konkluderes, at strømmen og spændingen i vores kredsløb begge oscillerer med 
ℰ𝑚𝑎𝑥 cos(ω ∙ t), altså er i fase. Amplituden af strømmen falder med en faktor 𝑅
−1 
Figur 7 - Et kredsløb med en modstand 
ℰ 
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3.2.2.2 Kondensator 
En kondensator med kapacitans 𝐶 bliver illustreret som to 
plader, se figur 8. I et jævnstrøms-kredsløb, vil kondensatoren 
lagre elektrisk ladning, og vil derefter holde på denne. I et 
kredsløb med vekselstrøm, vil ladningen først lagres i 
kondensatoren som i jævnstrøm, men når spændingen i 
kredsløbet skifter polaritet, vil ladningen fjernes fra pladerne og 
lagres modsat. 
For først at beskrive en kondensators egenskaber udleder vi en formel, der siger, hvilke faktorer 
der er betydende for den. Den ophobede ladning i kondensatoren, er proportionel med 
spændingen. Dette kan skrives som 
𝑄 = 𝐶𝑈 
Proportionalitetskonstanten 𝐶 er kaldet lederens kapacitans. 𝐶 afhænger af lederens geometriske 
egenskaber. 
Hvis man kigger på en klassisk kondensator, som er opbygget af to metalplader, adskilt fra 
hinanden af vakuum. Pladerne vil have numerisk lige stor, men modsat, ladning +Q og –Q. 
Kapacitansen er derved givet ved forskellen i spænding (∆U) 
𝑄 = 𝐶∆𝑈 
Ved algebraisk manipulation af ligningen, kommer man frem til ligningen, hvor 𝐴 er arealet af en 
af pladerne, 𝑑 er afstanden imellem, og 𝜖0 er permeabiliteten af vacuum. 
𝐶 =
𝜖0𝐴
𝑑
 
Den viser, at kapacitansen af en kondensator udelukkende er afhængig af de geometriske 
egenskaber. Dette bruges i afsnit 3.3. 
Vi kan nu fortsætte med at beskrive, hvorledes en kondensator opfører sig i et kredsløb med 
vekselstrøm. Hvis ladning i kondensatoren er Q, vil spændingen på tværs af kondensatoren være 
Q/C. Igen kan vi bruge Kirchhoffs lov til at opstille en ligning for vores kredsløb på figur 8. 
Figur 8 - Et kredsløb med en kondensator 
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𝜀 −
𝑄
𝐶
= 0 
Her isoleres Q, og man kan indsætte vores tidsafhængige spænding 
𝑄 = 𝐶𝜀 = 𝐶𝜀𝑚𝑎𝑥cos (ω ∙ t) 
Det kan ses, at spændingen over kondensatoren, oscillerer med samme frekvens som spændingen 
fra EMF’en. 
Strømmen i sådan et kredsløb er givet ved ændringen i ladningen, altså det afledte af Q. 
𝐼 =
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= −𝐶ω𝜀𝑚𝑎𝑥sin(ω ∙ t) 
𝐼 skrives ofte på formen 
𝐼 = −
𝜀𝑚𝑎𝑥sin(ω ∙ t)
𝑋𝑐
 
Hvor 𝑋𝑐 kaldes den kapacitive reaktans og er defineret 
𝑋𝑐 =  
1
ω𝐶
 
Den har næsten den samme rolle som resistansen (𝑅) af en modstand, men den er ikke kun 
afhængig af de geometriske egenskaber (her kapacitansen), den er også afhængig af frekvensen 
som kredsløbet drives ved. Strømmen er altså ændret med en faktor 𝑋𝐶
−1, og er ikke i fase med 
spændingen. 
3.2.2.3 Spole 
En spole illustreres på et kredsløb som buer, se figur 9. En spole med en 
strøm vil give anledningen til et magnetfelt. I et kredsløb med en 
vekselstrømskilde, vil spolen inducere en spænding tilbage i sig selv. 
Denne selvinduktans sætter begrænsningen i spolen – givet at der, 
teoretisk set, ses bort fra den parasitiske modstand. 
Ifølge Kirchhoffs lov, kan man opstille en ligning til at udregne 
strømmen i spolen 
Figur 9 - Et kredsløb med en 
spole 
 21 
𝜀 − 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
= 0   ⇒    
𝑑𝐼
𝑑𝑡
=
𝜀
𝐿
=
𝜀𝑚𝑎𝑥cos(ω ∙ t)
L
 
Igen er vores tidsafhængige spænding indsat, som gør det muligt at beregne strømmen i 
kredsløbet, som vi finder ved hjælp af integration 
𝐼 = ∫
𝜀𝑚𝑎𝑥cos(ω ∙ t)
L
𝑑𝑡 =
𝜀𝑚𝑎𝑥sin(ω ∙ t)
ωL
⟹ 𝐼 =
𝜀𝑚𝑎𝑥sin(ω ∙ t)
𝑥𝐿
 
Hvor 𝑋𝐿 kaldes den induktive reaktans og er defineret 
𝑥𝐿 = ωL 
Ligesom i kondensatoren, er strømmen afhængig af frekvensen. Strømmen ændres med en faktor 
𝑋𝐿
−1, og er ikke i fase med spændingen. 
3.2.3 Kompleks spænding og strøm 
Kompleks notation bliver brugt, når man skal regne på strøm og spænding, der er faseforskudt. 
Dette gøres, da trigonomiske funktioner er besværlige at regne med. 
Et komplekst tal består af en real del (a) og en imaginær del 
(bi). Da man regner med komplekse tal som med reelle tal, 
skaber det ikke problemer med udregningerne. Figur 10 
beskriver et komplekst tal, set som en vektor i planet. I 
tilfælde af at man vil beskrive strøm og spænding, bruges 
den komplekse eksponentialfunktion, 𝑒𝑖, hvor 𝑖 = √−1 
𝑒𝑖𝜑 = cos(𝜑) + 𝑖sin(𝜑) 
Dette er definitionen af den komplekse 
eksponentialfunktion. I relation til figur 10, så beskriver 
cosinusdelen den reale del af det komplekse tal, og 
sinusdelen fortæller om den imaginære del. Som man kan se i efterfølgende afsnit, kan strømmen 
og spændingen omskrives til at ligne den reale del af den komplekse eksponentialfunktion. 
Ohms lov kan ligeledes skrives komplekst 
?̃? = ?̃?𝐼 
𝜑 
Figur 10 - et komplekst tal kan ses som en 
vektor i et koordinatsystem 
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Her er det den komplekse spænding (?̃?) den komplekse strøm (𝐼) ganget med den komplekse 
impedans (?̃?). Impedans er et vigtigt begreb, som forklares i følgende afsnit. [Niss, 2015] 
3.2.4 Impedans 
Et sidste begreb som er essentielt, for at kunne regne på kredsløb, er kompleks impedans. Som 
man kan se ud fra den komplekse Ohms lov, kan den forstås som en generaliseret modstand. Disse 
afsnit er skrevet på baggrund af [Niss, 2015]. 
Man kan finde impedansen af hver komponent i kredsløbet. Summerer man disse, får man 
impedansen af kredsløbet – i tilfælde af MKR-modellens LCR-kredsløb: en spole, en kondensator 
og en modstand. Hvis man plotter de tidsafhængige strømstyrker for modstanden, spolen og 
kondensatoren, kan man tydeligt se faseforskydningen, se figur 11.  
 
Figur 11 - De tre strømme er faseforskudte 
Strømmen og spænding udtrykkes komplekst, da det inkluderer faseforskydningen på en simpel 
måde. Vi behøver ikke tage højde for den, hvis vi vil udregne strømstyrken. Spændingen omskrives 
komplekst til 
𝑈(𝑡) = 𝑅𝑒(?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡) 
Hvor den komplekse amplitude inkluderer den reale amplitude og faseskiftet 
?̃? = ℰ𝑚𝑎𝑥𝑒
𝑖𝜑𝑈 
På samme måde kan den komplekse strøm skrives  
𝐼(𝑡) = 𝑅𝑒(𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡) 
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Bemærk at den komplekse strøm ikke altid er forskudt med samme vinkel som spændingen, da de 
kan være fasedrejede 
𝐼 = 𝐼0𝑒
𝑖𝜑𝐼 
𝐼0 er den reale amplitude af strømmen.  
At det blot er realdelen af den komplekse notation betyder ikke noget, når man regner med 
tallene. Hvis man ønsker et reelt tal for strømmen, spændingen eller impedansen, kan man tage 
normen. For eksempel impedansen, Z, da det er en vektor, gælder 
|𝑍| = √𝑎2 + (𝑏𝑖)2 
Impedansen er at finde i den komplekse Ohms lov.  
3.2.4.1 Modstand 
For en modstand gælder 
𝑈 = 𝐼𝑅 
Indsættes den komplekse spænding og strøm, kan impedansen findes 
?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 ∙ 𝑅 ⇒ 𝑅 =
?̃?
𝐼
= ?̃? 
Den komplekse impedans af modstanden er altså den samme, som den reelle modstand. 
3.2.4.2 Kondensator 
For en kondensator gælder 
𝑄 = 𝐶𝑈 
Samt at for et kredsløb gælder 
𝐼 =
𝑑𝑄
𝑑𝑡
 
Man integrerer for at kunne indsætte CU. Man har nu I og U i samme ligning 
∫ 𝐼 = 𝐶𝑈 
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Den komplekse impedans af en kondensator er altså 
∫ 𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐶?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡    ⟹    
𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡
𝑖𝜔
= 𝐶?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡    ⟹    
1
𝑖𝜔𝐶
=
?̃?
𝐼
= ?̃?  
Den komplekse impedans af en kondensator er således givet 1/𝑖𝜔𝐶 
3.2.4.3 Spole 
For en spole gælder 
𝑈 = 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
 
∫ 𝑈 = 𝐿𝐼 
Indsætter vi det komplekse udtryk 
∫ ?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐿𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡    ⇒    
?̃?𝑒𝑖𝜔𝑡
𝑖𝜔
= 𝐿𝐼𝑒𝑖𝜔𝑡    ⇒    
?̃?
𝐼
= 𝑖𝜔𝐿 = ?̃? 
𝑖𝜔𝐿 er den komplekse impedans af en spole. 
Da man kan regne på modstande i seriekredsløb ved at summere, kan dette også gøres for 
impedanser. I tilfælde af et LCR kredsløb, skrives impedansen 
Z = iωL +
1
iωC
+ R 
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3.3 RESONERENDE KREDSLØB 
Vi vil i kapitel 5 se på to spoler hvis magnetfelter resonerer. Et system eller en enhed der naturligt 
oscillerer, eller oscillerer lettere ved bestemte frekvenser, kalder man en resonator. Man har både 
mekaniske og elektromagnetiske resonatorer, som på mange måder opfører sig ens. 
Hvis man betragter en opstilling med to ens stemmegafler placeret et stykke fra hinanden, og får 
den ene til at ringe, vil man opdage, at den anden stemmegaffel opfanger frekvensen af 
lydbølgerne og begynder at ringe selv, se figur 12. Med andre ord: de resonerer. Grunden til dette 
er, at de har samme egenfrekvens. Energien bliver på den måde forholdsvis ubesværet overført fra 
den ene stemmegaffel til den anden. Omvendt, hvis man betragtede to forskellige stemmegafler, 
ville man stort set ikke kunne registrere en energioverførsel mellem stemmegaflerne. 
 
Figur 12 - To stemmegafler med samme egenfrekvens kan resonere [Johnson, 2014] 
Alle systemer har en unik frekvens, hvormed de svinger bedst. Egenfrekvensen afhænger 
udelukkende af systemets geometri. Det kunne være geometrien af en stemmegaffel, et pendul, 
men det kunne også være geometrien af et kredsløb med spole og en kondensator (LC-kredsløb). 
To LC-kredsløb, der er magnetisk koblede, har lettere ved at overføre energi til hinanden, hvis de 
har samme egenfrekvens. [Agbinya et al., 2012] 
3.3.1 Resonansfrekvens i et LC kredsløb 
De følgende underafsnit er skrevet på baggrund af [Ohanian 2007]. For at simplificere, kan vi 
regne teoretisk på et LC kredsløb uden nogen spændingskilde, givet at vi i stedet har indsat en 
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kondensator, der er ladet i forvejen. Vi har altså en spole og en ladet kondensator – det giver 
spændingerne 
 
Figur 13 - Er kredsløb med en spole og en kondensator 
Ifølge Kirchhoffs lov, vil summen af ændringen i spænding rundt i kredsløbet være 0. 
𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
+
𝑄
𝐶
= 0 
Denne ligning har den samme form som ligningen for en simpel harmonisk oscillator 
𝑚
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2
+ 𝑘𝑥 = 0 
Man kan derfor bruge samme løsning som for en simpel harmoniske oscillator, hvilket giver 
muligheden for at finde systemets egenfrekvens. 
Strømmen i kredsløbet er givet ved 
𝐼 =
𝑑𝑄
𝑑𝑡
= −
𝑄𝑚𝑎𝑥
√𝐿𝐶
sin (
1
√𝐿𝐶
𝑡) 
Hvorfra man kan se, at den oscillerer med 
𝜔0 =
1
√𝐿𝐶
 
Hvilket er systemets egenfrekvens. Som man kan se er den udelukkende afhængig af systemets 
geometri. 
3.3.2 Resonansfrekvens i et LCR kredsløb 
For at give en mere matematisk forståelse af resonans, kigger vi på et LCR kredsløb. Impedansen 
deri kan beskrives:  
𝑈 = 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
 𝑈 =
𝑄
𝐶
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𝑍 = 𝑖𝜔𝐿 +
1
𝑖𝜔𝐶
+ 𝑅 
Den ohmiske modstand (𝑅) kan betragtes som parasitisk modstand, da det ikke er intentionen, at 
der skal være en modstand, men at kredsløbet naturligt har det. Den vil ikke ændre sig når man 
ændrer på frekvensen, så man kan se bort fra den i udregningerne. Derfor skrives kredsløbets 
impedans: 
𝑍 = 𝑖𝜔𝐿 +
1
𝑖𝜔𝐶
 
Hvis man sætter de to størrelser på samme brøk, og hiver 𝑖 uden for parentesen, får man: 
𝑍 = −𝑖 (
1 − 𝜔2𝐿𝐶
𝜔𝐶
) 
𝑍 er en vektor i et koordinatsystem, hvor længden af vektoren beskriver den del af impedans, vi 
kan betragte som modstand. Længden af en vektor 𝑍 beskrives: |𝑍| = √𝑅𝑒(𝑍)2 + 𝐼𝑚(𝑍)2. Da vi 
kun har den imaginære del af impedansen bliver længden: 
|𝑍| =
1 − 𝜔2𝐿𝐶
𝜔𝐶
 
Nu da man har et udtryk for modstanden i et LCR kredsløb, kan man indsætte 
resonansfrekvensen: 𝜔0 =
1
√𝐿𝐶
 
|𝑍| =
1 − (
1
√𝐿𝐶
)2𝐿𝐶
1
√𝐿𝐶
𝐶
=
1 −
1
1
1
√𝐿𝐶
𝐶
= 0 
Som man kan se, så giver modstanden i et LCR kredsløb ved resonansfrekvens nul. Der er altså 
ingen modstand, hvis man ser bort fra den parasitiske modstand. Ingen modstand betyder ingen 
energitab, og det er en af grundene til, at resonatorer der svinger ved resonansfrekvensen er gode 
til at overføre energi. 
Strømmen i et LCR kredsløb løber skiftevis frem og tilbage i systemet, med andre ord det 
oscillerer. Hvis modstanden i et oscillerende kredsløb er nul, vil strømmen blive ved med at svinge 
frem og tilbage i uendelighed. En analogi til dette er et friktionsløst pendul i vakuum, som vil 
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svinge for evigt, hvis sat i svingning. Fordi det i praksis ikke er friktionsløst, vil pendulet kunne 
svinge i lang tid, men før eller siden vil al den mekaniske energi være gået tabt, og pendulet står 
stille igen. 
Et LCR kredsløb har ligeså muligheden for at gemme på elektrisk energi, hvis sat til at oscillere. Det 
betyder i praksis at al den energi, som ikke bliver overført mellem to spoler, forbliver i LC 
kredsløbet, og den går derfor ikke tabt. Det spiller en vigtig rolle i, hvorfor det er muligt at 
overfører energi så effektivt over længere afstande. [Sample et al., 2010] 
3.3.3 Q-faktoren 
Når man har et system der resonerer, vil der for hver periode være et energitab. Q-faktoren 
beskriver et oscillerende systems evne til at holde på energien. Et systems evne til at holde på 
energien, er essentielt i MKR teknologien. Man skal derfor sørge for at bruge High-Q spoler, som 
betyder spoler med en høj Q-faktor.  
Hvis man kigger på et pendul, og sætter den i svingning med en initial amplitude, vil man se at 
amplituden formindskes gradvist over tid. Pendulet mister energi og vil til sidst ikke svinge mere. 
Det skyldes indvirkninger som friktion og vindmodstand. Energien, der bliver tabt, er omvendt 
proportionel med 𝑄, ganget med en factor 2𝜋. Det vil sige at jo højere Q-factoren er, jo mindre 
energi bliver der tabt. Man kan beskrive energien tabt i en oscillator som 
∆E = (
2π
Q
) E  
Hvilket giver en Q factor, der er defineret som 
Q = 2π
E
∆E
 
Vi har i dette kapitel har vi gennemgået den baggrundsviden, der er relevant for de næste to 
kapitler. 
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4 KLASSISK INDUKTION 
I dette kapitel går vi i dybden med klassisk induktion, og hvor godt det er til opladning af elbusser. 
Kapitlet er skrevet på baggrund af [Ohanian, 2007] 
Som skrevet i afsnit 2.3 kan Bombardier ved brug af klassisk induktion oplade busbatterier trådløst 
med høj effektivitet. Bombardiers opladningsmetode har en effektivitet på over 90%, det vil sige 
over 90% af den energi man tilfører systemet, vil ende i busbatteriet. [Bombardier (1), 2015]  
Vi regner på, i hvor høj grad afstanden mellem de to spoler påvirker effektiviteten af 
energioverførslen. Vi vil undersøge hvor langt den primære spole og sekundere spole må være fra 
hinanden. Til at undersøge dette benytter vi os af Biot-Savarts lov. 
4.1 MAGNETFELTETS PÅVIRKNING OVER AFSTAND 
Hvis man kun fokuserer på det specifikke tilfælde, af et 
symmetrisk loop (en spole), kan Biot-Savarts lov skrives op 
således: 
𝑑𝐵 =
µ0
4𝜋
∙
𝐼 ∙ 𝑑𝑙
𝑧2 + 𝑅2
 
 
Figuren viser et loop og et punkt på dets centralakse. Det kunne eksempelvis symbolisere en 
primærspole og et punkt i en sekundærspole. 𝑑𝑙 er et lille stykke af loopet, som har sin egen 
påvirkning til hele magnetfeltet, 𝐵. 
𝑑𝐵: Et bidrag til magnetfeltet 
µ0
4𝜋
: En konstant 
𝐼: En tilført vekselstrøm 
𝑑𝑙: Et lille stykke af lederen 
𝑧: Afstanden fra spolens centrum til det givne punkt 
𝑅: Radius i loopet 
 Figur 14 - Figuren illustrerer b-feltets påvirkning i 
punktet på et loops centralakse [Ohanian, 2007] 
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Ved at bruge Biot-Savarts lov kan man finde magnetfeltets påvirkning i punktet. Forestil dig at 
spolen er delt op i mange små 𝑑𝑙 segmenter som hver påvirker punktet med dets egen effekt; hver 
𝑑𝑙 segment har dets eget magnetfelt som pårvirker hele spolens magnetfelt. Hvis man integrerer 
segmenterne rundt i spolen kan man finde det samlede 𝐵 felt. Hvis man tager et tilfældigt punkt i 
rummet, vil man ende med en meget kompliceret ligning. Tager man til gengæld et punkt på z-
aksen (se figur 14), vil alle 𝑑𝑙 segmenter påvirke punktet med samme effekt, grundet symmetrien i 
spolen. 𝑑𝑙 segmenternes magnetfelt bidrager med modsatrettede, horisontale komposanter. De 
horisontale komposanter vil gå ud med hinanden. Man står nu tilbage med de vertikale 
komposanter, som svarer til projektionen af normalkomposanter på z-aksen. Ved at centrere 
punktet, har man gjort en meget uoverskuelig ligning mulig at regne med. 
B feltets påvirkning i et centreret punkt, kan opskrives ved ligningen 
𝑑𝐵𝑧 = 𝑑𝐵 ∙ cos(90 − 𝛼) = 𝑑𝐵 ∙ sin(𝛼) =
µ0
4𝜋
∙
𝐼 ∙ 𝑑𝑙
𝑧2 + 𝑅2
∙ sin (𝛼) 
Man kan bruge Pythagoras’ sætning da vinkel 𝛼 befinder sig i en retvinklet trekant. 
sin(𝛼) =
𝑅 
√𝑧2 + 𝑅2
 
Man indsætter sin(𝛼) i ligningen for 𝑑𝐵𝑧 
𝑑𝐵𝑧 =
µ0
4𝜋
∙
𝐼 ∗ 𝑑𝑙
𝑧2 + 𝑅2
∙
𝑅 
√𝑧2 + 𝑅2
 
Man summerer alle 𝑑𝑙 segmenters bidrag til magnetfeltet for at finde 𝐵𝑧. Man tager integralet.  
𝐵𝑧 = ∫
µ0
4𝜋
∙
𝐼𝑅
(𝑧2 + 𝑅2)3/2
𝑑𝑙 
Da alle delene er konstanter, integrerers der ved at gange med længen af integrationen - 
omkredsen af cirklen 
𝐵𝑧 =
µ0
4𝜋
∙
𝐼𝑅
(𝑧2 + 𝑅2)
3
2
∙ 2𝜋𝑅 =
µ0
2𝜋
∙
𝐼𝜋𝑅2
(𝑧2 + 𝑅2)3/2
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Man er interesseret i afstanden fra spolens centrum til det givne punkt, så man kan undlade de 
værdier der ikke ændrer sig, når 𝑧 ændrer sig. µ0/2𝜋, 𝐼 og 𝜋 er uafhænginge af afstanden, så dem 
ses der bort fra. Man står nu tilbage med leddet: 
𝑅2
(𝑧2 + 𝑅2)3/2
 
Hvis 𝑧 bliver meget stor, vil radius 𝑅 have mindre og mindre indflydelse. For at simplificere 
udregningerne, sætter man 𝑅 til 1 
12
(𝑧2 + 12)3/2
 
Denne funktion plotter vi i en graf som y, hvor variablen er 𝑧 
 
Figur 15 - Magnetfeltet aftager med afstanden 
Grafen viser, at hvis afstanden mellem to spoler er lille, kan sekundærspolen opfange meget 
magnetfelt. Når afstanden stiger bare lidt, opfanger den langt mindre. Det viser sig, at når 
afstanden er stor nok i forhold til 𝑅, falder magnetfeltets påvirkning til den sekundære spole 
(punktet) omvendt proportionalt med 𝑧3. 
Magnetfeltets påvirkning til punktet falder drastisk med afstanden mellem de to spoler. Vi plotter 
funktionen dobbeltlogaritmisk, kan man se at den tilnærmer sig en potensfunktion – den bliver 
lineær. Derved ligner det at grafen falder med en konstant faktor, når 𝑧 er betydeligt stor, i forhold 
til 𝑅. 
=
12
(𝑧2 + 12)3/2
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Figur 16 - Magnetfeltets afhængighed af afstanden plottet dobbeltlogaritmisk 
Dette er en graf over logaritmen til funktionen y 
log(𝑦) = log (
12
(𝑧2 + 12)
3
2
) 
Det kan ses, at grafen tilnærmer sig en ret linje, jo større 𝑧 værdien bliver. Når 𝑧 bliver betydeligt 
stor i forhold til 𝑅, vil funktionen tilnærme sig funktionen: 
log(y) = log (
1
𝑧3
) = log (𝑧−3) = (−3) ∗ 𝑧 
Funktionen er tilnærmelsesvis lineær ved log(𝑧) = 1. Magnetfeltets styrke falder med en konstant 
faktor allerede, når afstanden mellem spolerne er den samme som spolens radius.  
Disse udregninger gælder kun for en symmetrisk spole med én vinding, og er approksimationer. Vi 
har fortolket punktet på z-aksen som et punkt i en sekundærspole, men altafhængig af spolernes 
radius og afstand, kan magnetfeltet over sekundærspolens areal variere. Hvorom alting er, kan vi 
konkludere, at afstanden har stor betydning for hvor kraftigt magnetfeltet er, ved den sekundære 
spole. 
g 
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4.2 KLASSISK INDUKTION OG KOBLINGSKONSTANT 
Den bedst mulige måde at overføre energi med klassisk induktion på, er ved brug af to lige store 
spoler, som er koaksiale. Koblingen mellem to spoler bliver markant mindre, hvis der er 
størrelsesforskel på spolerne. For at simplificerer har vi lavet vores udregner på baggrund af spoler 
med en enkelt vinding. 
For to spoler, der er koaksiale, kan den gensidige induktans beregnes ved brug af formlen taget fra 
[Rosa] 
𝑀12 = √𝑎𝑏 [(
2
𝑘
− 𝑘) 𝐹 −
2
𝑘
𝐸] 
Hvor 𝑎 og 𝑏 er spolernes radius, 𝐹 og 𝐸 er elliptiske integraler. I dette tilfælde er 
koblingskoefficienten, 𝑘, en approksimation, givet 
𝑘 =
2√𝑎𝑏
√(𝑎 + 𝑏)2 + 𝑑2 ∙
 
𝑑 er afstand mellem spolerne. 
Selvinduktanserne kan regnes med følgende ligning [Wikipedia, 2015] 
𝐿 = µ0𝑅 ∙ log (
8𝑅
𝑤𝑟
) − 2 
Hvor 𝑤𝑟 er radius af ledningen 
Da vi nu har udregnet en 𝑀12 samt en 𝐿1 og 𝐿2 for vores spoler, kan vi indsætte disse værdier i 
formlen for koblingskoefficienten. 
𝑘12 =
𝑀12
√𝐿1𝐿2
 
Man approksimerer 𝑘 for derefter at udregne den gensidige induktans, 𝑀12, hvilket kan omregnes 
til en bedre approksimation af 𝑘. 
Ved brug af MatLab, har vi lavet to grafer, der afbilleder koblingskoefficienten over afstanden. 
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Hvis vi kigger på den første graf (figur 17), hvor spolerne er koaksiale, har en radius på en meter og 
ledningens radius er sat til 0,002 meter, kan vi se at koblingen mellem de to er god på meget kort 
afstand, men er hurtigt aftagende. Når afstanden mellem de to spoler er minimal, vil der være en 
koblingskonstant på tæt på 1, hvilke er den bedst mulige kobling at få mellem to spoler. 
 
Figur 17 - Koblingskoefficient af to spoler som funktion af afstanden 
I tilfælde af, at vi gør den ene spole ti gange større, end den anden spole og fastholder radius af 
ledning, får vi følgende sammenhæng mellem 𝑘 og afstanden (figur 18). 
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Figur 18 – Koblingskoefficient mellem to spoler som funktion af afstand. Radia af spoler er hhv. 1 og 10 meter  
Koblingen er i dette tilfælde markant værre, også selvom at spolerne er meget tæt på hinanden. 
Graferne aftager forskelligt, hvilket muligvis kunne indikere at andre faktorer spiller en rolle, hvis 
de to spoler ikke er lige store. Dette kan muligvis forklares ved, at en stor spole vil danne et 
tilsvarende stort magnetfelt, hvilket betyder at magnetfeltets styrke er mindre afhængigt af 
afstanden. 
Vi kan konkludere, at den bedst mulige måde at overføre energi med klassisk induktion er ved at 
bruge to spoler af samme størrelse, som er koaksiale. 
Bruger vi klassisk induktion til at lade en elbus op, skal vi altså – som Bombardier har gjort – 
konstruere en sekundærspole i bussen, der kan sænkes ned til vejen, så de to spoler er så tæt på 
hinanden som muligt. Yderligere skal spolerne have samme størrelse og være koaksiale for at 
opnå bedste effektivitet af energioverførslen. 
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5 MAGNETISK KOBLET RESONANS  
I 2007 udkom en artikel skrevet af Kurs et al., som beskrev en ny og revolutionerende teknik, der 
forbandt resonansfænomenet med klassisk induktion. Dette gjorde det muligt at overføre energi 
over langt større afstande end hidtil opnået, ved brug af magnetisk induktion. Disse forskere fra 
MIT så potentialet ved teknologien, og startede firmaet Witricity. 
I dette kapitel vil vi kigge på teknologien MKR og give et indblik i fysikken bag. Der vil bliver 
introduceret begreber som scattering parameter, frequency splitting og kritisk kobling. Dette 
kapitel er skrevet på baggrund af [Sample et al., 2010] 
Nu hvor vi har fået en indsigt i, hvordan klassisk induktion fungerer, kan vi bevæge os over i en 
teknologi, der gør det muligt overføre elektrisk energi over længere afstande. Blandt 
videreudviklede teknologier er strongly coupled magnetic resonance også betegnet MKR. 
Teknologien er non-radiative og er derfor ikke skadelig [Kessler, 2013]. Den fungerer over 
mellemlange afstande, hvilket oversættes til 70 cm. Det er en markant forøgelse sammenlignet 
med den klassiske induktion, som i langt større grad er begrænset af afstanden. 
Det specielt interessante ved denne teknologi er, at inden for en vis afstand, kan man overføre 
elektrisk energi med en konstant effektivitet. Mere specifikt betyder det, at effektiviteten kan 
være uafhængig af størrelsen på koblingskoefficienten; man eliminerer faktorerne afstand og 
vinkel. Det er dog ikke helt simpelt, og kræver en konstant justering af magnetfeltets frekvens. 
[Sample et al, 2010]  
Man ønsker at have et system, der kan være overkoblet på en så lang afstand som muligt. Hvis 
systemet er overkoblet, vil effekten potentielt ikke aftage med afstanden. Den absolut længste 
afstand, man kan have mellem spolerne, og samtidig have maksimal effektivitet, kalder man for 
den kritiske kobling. Det er overgangen fra overkoblet til underkoblet. Når system er underkoblet 
vil effekten aftage lige så hurtigt som med klassisk induktion. Vi arbejder ud fra artiklen skrevet af 
Sample et al. Deres kritiske kobling ligger på ca. 70 cm med en koblingskoefficient på omkring 10-2. 
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5.1 KOMPONENTER I MAGNETISK KOBLEDE RESONATORER 
Som vist på Figur 19, består systemet af 2 hovedspoler med tilsvarende to loops. De to 
hovedspoler, Tx Coil og Rx Coil er identiske. Man bruger to ens spoler, da man har behov for, at de 
har samme egenfrekvens, for at få en så effektiv energioverførsel som muligt. De to loops er 
spoler med en enkelt vinding, som er bygget ind i hovedspolerne, for at få en god kobling. 
Sammensætningen af to spoler, hvor der er forskel i antal vindinger, resulterer i en transformer, 
som henholdsvis øger og sænker spændingen. Høj spænding er idealt, eftersom det mindsker 
energitabet i form af varme [Both, 2009] 
 
Figur 19 - Her ses en opsætning af WiTricitys Teknologi: MKR [Sample et al., 2010] 
Drive loop er forbundet til en strømkilde, og når den bliver påført en vekselspænding, skabes der 
et oscillerende magnetfelt. Magnetfeltet vil danne en spændingen i transmitter-spolen, Tx, og den 
vil begynde at resonere, hvis sat til dens egenfrekvens. Tx vil på den måde lagre energien samtidig 
med, at den selv skaber et resonerende magnetfelt, der kan matche Receiver-spolens, Rx, 
resonansfrekvens. Resonansfænomenet er essentielt, da det sørge for, at den energi, der ikke 
bliver overført fra Tx til Rx, forbliver i spolen. For at gøre det muligt at lagre energien så godt som 
muligt, bruger man High-Q spoler.  
De to spoler resonerer og er magnetisk koblede, hvilket danner grundlaget for teknologien. 
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5.2 FREQUENCY SPLITTING 
Når de to spoler er koblede, sker der noget interessant. Det viser sig nemlig, at frekvensen 
hvormed systemet oscillerer bedst, ikke sker ved de to hovedspolers egenfrekvens. Systemet 
fungere bedre ved en frekvens, der ligger over eller under de to spolers individuelle 
egenfrekvenser. Dette fænomen kalder man for frequency splitting.  Systemet får to 
resonansfrekvenser ved en bestemt kobling, undtagen i tilfældet hvor spolerne er præcist kritisk 
koblede. Dette fænomen fremgår af figur 22. 
Hvis man ser på to identiske penduler, der er forbundet med en fjeder, får man en udmærket 
beskrivende analogi til MKR systemet. Hvis du sætter det ene pendul i svingning, vil fjederen sørge 
for, at det bliver et samlet oscillerende system, da det andet pendul også vil begynde at svinge. Alt 
efter hvor stiv fjederen er, vil de svinge med en frekvens, der enten er højere eller lavere end 
deres individuelle egenfrekvens. Da et pendul altid svinger med den frekvens, der er mest effektiv 
for systemet, betyder det, at der er to frekvenser, der giver den bedste energioverførsel. Så når 
man ændrer på fjederens stivhed, (eller koblingskoefficienten, i tilfældet med spoler) så ændrer 
systemets egenfrekvens sig også. 
5.3 AUTOTUNING 
Hvis spolerne er i bevægelse, vil koblingskoefficienten ændre sig, hvilket gør, at systemet skal 
drives ved en anden resonansfrekvens. Af denne grund har WiTricity udviklet en autotuning 
teknologi, der automatisk vil rette frekvensen til, så effektiviteten altid er på sit højeste. Dette 
princip er altafgørende for at teknologien skal fungere optimalt. 
Resultatet af det er, at man ikke bare kan overføre elektrisk energi over længere afstande med en 
konstant effektivitet, men at man er minimalt begrænset af positionering og orientering af de to 
hovedspoler. Modtager-enheden kan være i bevægelse, bare frekvensen bliver tilpasset (auto-
tuned), og ikke er underkoblet. 
5.4 TEORETISK UDREGNING AF EFFEKTIVITETEN 
Kigger man på Figur 20, ser man et diagram, der opstiller de fire kredsløb, som hoveddelen af 
teknologien er opbygget af. De fire netværk er magnetisk koblede til hinanden, og man kan derfor 
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udregne forholdet mellem effekt puttet ind i systemet, og effekten der kommer ud i sidste led; 
mere specifikt, effekten i Rload. Man bestemmer mængden af energi, der bliver overført, fra 
strømkilden til enheden, som kunne være en elbus.  
Dette kræver, at du kender impedansen af alle komponenterne og spændingen din strømkilde 
leverer. De fleste af de modstande, der er skitseret på skemaet, er parasitiske modstande. Det 
samme gælder for kondensatorerne, der er symboliseret i Tx Coil og Rx Coil – der er ingen 
kondensatorer tilsluttet, men systemet har stadig en kapacitans, som man bliver nød til at tage 
højde for. 
 
Figur 20 - Her ses en opstilling af de 4 spoler og deres indbyrdes komponenter [Sample et al., 2010] 
Modellen af kredsløbene giver et praktisk overblik over konstellationen af MKR, men udelukker 
mindre betydende faktorer som krydskoblingerne (k13, k24, k14). Det svarer til den utilsigtede 
interaktionen mellem de spoler der ikke står ved siden af hinanden. 
Nedenstående udregninger er en reproduktion af udregninger foretaget i [Sample et al., 2010]. 
Anvender man Kirchhoffs spændingslov og Ohms lov, kan man opstille fire ligninger med fire 
ubekendte, hvor strømstyrkerne er de ubekendte: I1, I2, I3 og I4 
I1 (Rsource + Rp1 + jωL1 +
1
jωC1
) + jωl2M12 = Vs 
I2 (Rp2 + jωL2 +
1
jωC2
) + jωl1M12 + jωI3M23 = 0 
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I3 (Rp3 + jωL3 +
1
jωC3
) + jωl2M23 + jωI4M34 = 0 
I4 (Rload + Rp4 + jωL4 +
1
jωC4
) + jωl3M34 = 0 
Kigger man på den første ligning, ser man først I1 (Rsource + Rp1 + jωL1 +
1
jωC1
) , hvor 
impedanserne er summeret og multipliceret med strømstyrken. Produktet er den resulterende 
spændingen i første kredsløb, eksklusiv den spænding der induceres fra kredsløb to. Det er 
svarende til den spænding strømforsyningen leverer. 
Næste led i ligningen jωl2M12 beskriver spændingen leveret af magnetfeltet fra kredsløb to, Tx 
spolen. Den indeholder l2 multipliceret med en størrelse jωM12, hvor M12 er den gensidige 
induktans, som tilnærmelsesvis kan beskrives som en impedans. 
Løser man de fire ligninger med fire ubekendte, får man 
I4 =
jω3k21k23k34L2L3√L1L3
k12
2 k34
2 L1L2L3L4ω4 + Z1Z2Z3Z4 + ω2(k12
2 L1L2Z3Z4 + k23
2 L2L3Z1Z4 + k34
2 L3L4Z1Z2
 
strømstyrken I4 er nu kendt, og vi kan finde frem til spændingen over Rload ved at multiplicere med  
Rload . Ifølge Ohms lov: 
VLoad =
jω3k21k23k34L2L3√L1L3 ∙ Rload
k12
2 k34
2 L1L2L3L4ω4 + Z1Z2Z3Z4 + ω2(k12
2 L1L2Z3Z4 + k23
2 L2L3Z1Z4 + k34
2 L3L4Z1Z2
 
Nu da vi kender både Vload og Rload, kan vi finde den effekt der bliver afsat i vores enhed. Til at 
beskrive dette bruger man begrebet Scattering Parameter, S21, 
S21 = 2
PSource
PLoad
 
Effekten, 𝑃, kan beskrives således P = I ∙ U.  Hvis man isolerer I i Ohms Lov og indsætter den, får 
man effekten over en modstand til at være: 
P =
U2
R
 
S21 kan derfor beskrives  
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S21 = 2
VLoad
2
RLoad
VSource
2
RSource
= 2
VLoad
VSource
(
RSource
RLoad
)1/2 
Man har således et begreb der beskriver forholdet mellem den effekt man putter ind, og den 
effekt man får ud af systemet. 
På figur 21 ses en tabel over realistiske værdier, som er brugt 
til at regne på de fire kredsløb i Figur 20. 
Vi har plottet en 3D-graf med frekvens på x-aksen, k23 på y-
aksen og S21 på z-aksen får man denne graf: 
 
 
Figur 22 - 3D plot af log(𝑘23), frekvens og 𝑆21 
Figur 21 - Tabelværdier for et MKR-system 
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Grafen illustrerer essensen af denne teknologi. Den viser, at man kan holde en S21 på ca. 0,9 
uafhængigt af din k23, så længe, at systemet ikke er underkoblet. Da S21 beskrev forholdet mellem 
effekt ind i system og effekt ud af system, betyder det at man får en effektivitet på omkring 90%; 
givet, at man formår at justere på frekvensen hver gang, man ændrer på afstanden eller vinklen 
mellem spolerne. Hvis det er muligt at implementere systemet i vejene, i en størrelsesorden 
tilpasset busser, kan MKR potentielt oplade busser med en høj effektivitet, over de 35 cm, som er 
afstanden fra bussen til vejen. Dette er dog en teoretisk udregning og vil i praksis ikke være så 
effektivt. 
5.5 SPOLERNES STØRRELSE 
Vi vil i dette afsnit give et estimat på, hvor store spolerne skal være, for at kunne opnå samme 
effektivitet som WiTricitys teknologi. Vi vil tage udgangspunkt i deres eksempel, og bruge de 
samme tabelværdier.  Det vil vi bruge til at vurdere, om spolernes størrelse er realistiske i forhold 
til at være i en bus. 
Fastholder vi parametrene 𝐿 og 𝐶, vil systemet være overkoblet ved de samme værdier af 𝑘. Det 
gælder intervallet 𝑘23 = [1; 0,01], som ses på figur 22. Det kan oversættes til at de fungerer over 
samme afstand. 
Vi skal bruge spoler med samme selvinduktans som i WiTricitys tilfælde. 𝐿 kan aflæses på figur 21 
til at være 20 µH. Når størrelsen på selvinduktansen er kendt, kan vi regne os frem til den 
tilhørende radius ved denne ligning [Wikipedia] 
𝐿 = 𝜇0𝑅 ∙ log (8
𝑅
𝑤𝑟
) − 2 
Vi bruger en simplificeret ligning, da denne ligning kun gælder for en spole med én enkelt vinding. 
𝑅 beskriver radius af spolen, 𝐿 er selvinduktansen og 𝑤𝑟 er ledningens radius. 
Vi bestemmer 𝑤𝑟 til at være to millimeter, og indsætter vores 𝐿. Der kan nu solves for 𝑅: 
𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒 (20 𝜇𝐻 = 𝜇0𝑅 ∙ log (8
𝑅
𝑤𝑟
) − 2, 𝑅, )    ⇒    𝑅 ≈ 2𝑚 
Spolerne med én vinding kommer derfor til at skulle have en radius på to meter for at kunne 
fungere på samme afstand som WiTricitys MKR-model. Dvs. en afstand på 70 cm. En spole med en 
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diameter på fire meter ville ikke kunne være i en bus og ville generelt være besværlig at arbejde 
med.  
I baggrundsteorien nævnes det at antal vindinger spiller en stor rolle for størrelsen på 𝐿. Spolen 
ville derfor ikke behøve at være så stor, hvis man øgede antallet af vindinger. 
I dette kapitel har vi fået en matematisk forståelse for hvordan MKR teoretisk fungerer, og 
hvordan man kan styre et kredsløbs frekvens, til at opretholde en 𝑆21 på omkring 0,9. Vi har 
desuden opsat nogle skøn på, hvorvidt man vil kunne tilpasse spolen til at være i en bus, hvilket vi 
vurderer til at være muligt. 
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6 DISKUSSION 
Vi indleder rapporten med at postulere, at elmotorer har en bedre virkningsgrad end 
dieselmotorer. Vi er opmærksomme på, at vi ikke har researchet dette nok, og vi undlader 
faktorer som tab af energi under transport. Vi henviser til en gammel kilde, og som sandsynligvis 
indeholder forældede data. Mange af de data vi har om elmotorer, er fra producenter af 
elkøretøjer. De er ikke blevet peer-reviewed, og har økonomiske interesser i at fremstille deres 
produkter positivt. 
Vi har i vores rapport set på den klassisk induktive måde at oplade på, og kan konkludere at 
afstanden mellem spolerne spiller en enorm rolle. Hvis der på nogen måde skal overføres en 
betydelig mængde energi, bliver spolerne nød til at være meget tæt på hinanden. Denne 
begrænsning gør teknikken svær at implementere i praksis. 
Vi har i en simplificeret udregning set, at B-feltets styrke er omvendt proportional med r3. Dette er 
dog kun sandt for et punkt, der ligger på en spoles central-akse, hvor spolen har én vinding. Feltet 
vil derfor variere, hvis man betragter et punkt, som ikke befinder sig på central-aksen. Bussens og 
vejens spoler skal være koaksiale, hvilket sætter begrænsninger for installation og udførelse af 
teknikken i praksis. 
Derudover kan et enkelt punkt i B-feltet ikke repræsentere en hel spole. Man kan ikke 
fuldstændigt sidestille teorien med praksis, men Biot-Savarts udregninger giver umiddelbart et 
realistisk billede af teknologiens evne til at overføre energi over afstande.  
Disse begrænsninger er ikke et uløseligt problem i forhold til busser, da man kan implementere en 
hæve-sænke anordning under bussen, som sørger for, at afstanden bliver minimal, således at 
størstedelen af feltet opfanges. Dette ses udført med succes af firmaet Bombardier.  
WiTricity’s teknologi MKR, løser teoretisk set de vanskeligheder, man finder ved den klassiske 
induktion. Beregninger viser, at inden for en mellemlang afstand - 70cm - kan der opretholdes en 
effekt på omkring 90%. Hvis disse antagelser og beregninger viser sig rigtige, ville man ikke behøve 
de hæve-sænke-anordninger, da afstanden fra undersiden af bussen til vejen ligger under de 70 
cm. På den måde er metoden ikke begrænset af afstanden og vinklen. Hele kapitel 5 omkring MKR 
er skrevet på baggrund af en enkelt artikel, hvilket sandsynligvis giver et snævert billede.   
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Teknologien er fra 2007, og er ikke blevet gennemtestet i samme omfang som den klassiske 
induktion. Udregningerne er blot teoretiske, og vi kan på nuværende tidspunkt ikke sige, om de 
kan levere en effekt på 300 kW, som er nødvendigt hvis metoden skal fungere, til at oplade 
bybusser. 
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7 KONKLUSION 
Vi har gjort rede for, at en trådløs opladningsmetode til bybusser kan foretrækkes frem for 
kabelopladning. Den tillader et mindre batteri, som mindsker energiforbruget og øger antallet af 
passagerer, der kan medbringes.  
Den klassisk induktive metode er anvendelig til opladning af elbusser, ved brug af en hæve-sænke-
anordning. Metoden tillader, at man kan overføre energi med høj effektivitet, men over korte 
afstande. Vi kan konkludere, at den induktive metode indtil videre er den mest optimale metode.  
MKR teknikken lover stort potentiale, da effektiviteten ikke er begrænset i afstande helt op til 70 
cm. Det er uklart, med hvilken effekt MKR kan overføre energi. Det kan konkluderes, at hvis 
metoden kan overføre energi med en effekt på 300 kW, er metoden at foretrække frem for 
klassisk induktion. 
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8 PERSPEKTIVERING 
WiTricitys teknologi har bevist, at ledningers rolle vil spille en markant mindre rolle i den nære 
fremtid. I rapporten har vi fået bevist, at det teoretisk set er muligt at overføre elektricitet over 
passende lange afstande, uden at det behøver at være på bekostning af energi. Mulighederne for 
en teknologi af denne karakter er uendelige. Vi har fokuseret på, hvordan det ville forbedre 
forholdene for elbusser, men teknologien ville mere eller mindre kunne implementeres i alle 
sammenhænge. Helt fra medicinske enheder til industrielle enheder og til små kommercielle 
anordninger, som hvis opladt trådløst, kunne gøre vores hverdag lettere. 
Forestil dig et scenarie i fremtiden, hvor du træder ind i et rum, det kunne være et klasselokale, et 
kontor, eller dit hus, og din mobil i lommen begynder oplade med samme. Du er ikke tvunget til at 
tage den op lommen. Det kunne være, du havde en bærbar computer med. Du sætter dig ved et 
bord og tager bærbaren op, og igen bliver den automatisk opladt uden brugen af ledninger. Det 
foregår ved hjælp af den spole, du har placeret under bordet. Spolen kan ikke ses, og kommer 
derfor ikke i konflikt med rummets atmosfære. 
WiTricitys åbenbaringer stopper dog ikke her. Ved brugen af teknologien har de gjort det muligt at 
tilslutte flere enheder til den samme spole. Ud over det, har de kunne forlænge effekten af 
magnetfeltet udelukkende ved hjælp af en passiv annordning.  
Det er to ting, som kunne være en interessant ting at kigge mere på, hvis man skulle arbejde 
videre med rapporten.  
Hvis man skulle kigge på lignende projekter, som foregår rundt i verden, så har England investeret 
500 millioner pund i et projekt, der har til formål at oplade kørende elbiler på motorvejen. Der er i 
høj grad en parallelitet mellem dette projekt og magnetisk koblet resonans, da begge ideer ønsker 
at mindske betydningen af opladerenhedens orientering og samtidig have et lille energitab. Man 
kunne godt forestille sig at WiTricitys teknologi kunne bruges i den sammenhæng, da det allerede 
fungerer i et begrænset dynamisk miljø. 
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